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不允许补交

本作业共 17页，共 4道大题，满分 100分。

提交方式

请你在学在浙大的测试中找到「期末作业」，在其中提交你的答案。你可以在截止时间前提
交任意次，得分以最后一次提交为准。
为了方便批改，请你将答案分为 4个 PDF文件，分别上传到 4个题目的附件中。你可以选

择手写或者使用Markdown、LaTeX等任意方式作答，但你应保证上传的附件均为 PDF格式。
不符合上述要求的提交会被酌情扣分。

作答规则

1. 请独立思考，独立完成，在作业截止前不与其他同学交流本作业。

2. 你可以查阅笔记、书本、网络资料，但答案必须用你自己的语言亲手写下。

答题建议

1. 当遇到不懂的概念、记号时，建议首先查阅课本 Practical Foundations for Programming
Languages (PFPL)。

2. 当题目不要求你写出过程，但你对自己的答案不够有信心时，可以把过程写出。

3. 如对题目有疑问，可在钉钉上联系任何一位助教询问。

祝大家好运！
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Problem 1 : Review (40 Points)

这一部分旨在帮助大家回顾课程中的部分内容（尤其是较为形式化的部分），并考查大家对
相关知识的理解和掌握程度。大家如果对内容已经比较熟悉，直接找 Question做就可以了。
注意：请用尽可能简洁的语言回答问题。没有要求说明理由的题目，不需要说明。
（𝜆演算相关内容，请大家阅读之前的资料自行复习。）

判断与规则

我们学习了抽象语法和具体语法的区别。
我们引入了抽象语法树 (AST)。抽象语法树是一棵有序树，其叶子结点为变量或者没有参

数的运算符，其内部节点是运算符。

Question 1 (1 point). 请在课程所学语言 (E, EF, ED, T (包括和类型和积类型扩展), M, PCF)的
范围内，举一个「没有参数的运算符」的例子。
提示：请确定你的答案在课本中对应语言的「语法表」中是有出现的。请注意用某种语言

定义出的其他类型并不属于该语言的一种，例如用「和类型扩展的 System T」定义的 option类
型并不属于和类型扩展的 System T本身的一部分。在后面的题目中也需要注意这一点。

AST按语法的不同形式分为不同的类别 (sort)。多个AST通过 operator进行组合。我们通
过运算符的元数 (arity)规定运算符的类别及其参数的数目和类别。变量是某个领域内的未知的
对象，用特定对象代换 (substitute)某个表达中的全部同个变量，则变量成为已知。即，变量是
一个未知的对象或者占位符，其含义由代换赋予。
例如，常见的编程语言区分 expression和 statement，这就是两个不同的 sort，分别记为 𝑠1

和 𝑠2。
假设 𝑠1 中存在运算符 plus, times 和 num，它们的结构分别类似于 plus(expr1; expr2),

times(expr1; expr2) 和 num[n] ( 其中 𝑛 ∈ ℕ )；𝑠2 中存在运算符 if ，它的结构类似于 if

(expr) then stmt1 else stmt2。

Question 2 (1 point). num的元数记作 (ℕ)𝑠1。请写出其他 3个运算符的元数。

2 + (3 × 𝑥)可以表达为 plus(num[2]; times(num[3]; x))。这里 𝑥是一个变量。
由于 num[4]也是 𝑠1类型的 AST，因此可以用它代换上面 AST中的 𝑥，得到 plus(num[2];

times(num[3]; num[4]))。

Question 3 (1 point). 可以用 plus(num[1]; num[2])代换上面 AST中的 𝑥吗？为什么？

我们给出了 𝑥对 𝑋是新的 (𝑥 is fresh to 𝑋)的定义；从而定义了 𝑋, 𝑥。
结构归纳法。我们形式化地给出了 AST的定义。由于 AST的树形结构，如果我们希望证

明所有 AST 𝑎都具有性质 𝑃(𝑎)，那么我们只需要对于所有生成 𝑎的方式，都证明：「如果其子
AST都具有该性质，那么生成的 𝑎也具有该性质」即可。
我们进一步形式化地给出了变量代换的定义。

Question 4 (1 point). 请证明：如果 𝑎 ∈ 𝐴[𝑋, 𝑥]𝑠，那么对于任意 𝑏 ∈ 𝐴[𝑋] 都存在唯一的
𝑐 ∈ 𝐴[𝑋]满足 [𝑏/𝑥]𝑎 = 𝑐。
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可以看到，我们在 AST中引入了 variables的概念，但是没有说明其含义。事实上，vari-
able的含义是通过 binding给定的。我们介绍了绑定的定义，从而将AST泛化为了抽象绑定树
(ABT)。我们给出了抽象子、约束和作用域的概念。
举例说明，x.plus(x;times(x;num[3])) 这棵 ABT 里，x 是绑定的。因此根节点中我们用

x.plus来表示这个绑定的作用域和符号：

在作业中，我们允许大家在不引起误解的前提下自由选择抽象语法或者具体语法，也可以
混用。如果用具体语法表示，这棵树可以画成：

绑定使得 operator的 arity得到了推广或者说泛化。我们给出了泛化元数和价的概念。
我们通过 fresh renaming给出了 ABT的形式化的定义；定义了这种意义下的结构归纳法；

定义了 𝛼-等价；定义了 ABT上的代换。
判断是关于某种类别的一棵或者多棵 ABT的陈述，表明一棵或多棵 ABT有某种性质或者

彼此之间有某种联系。这些「性质或联系」本身称为判断形式。我们给出了实例、谓词、主词
的概念。
我们指出，规则规定一个 judgment有效的充要条件，因而完全决定了这个 judgment的含

义。我们根据一个规则是否有前提来区分它是公理还是一般规则。
一个 judgment form 的归纳定义由一组 rules 组成。我们强调，「A collection of rules is

considered to define the strongest judgment form that is closed under these rules」。这是「推
导」和「规则归纳」的理论基础。

Question 5 (1 point). 判断正误：在做规则归纳时，归纳假设是有可能用不到的。
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我们区分了迭代和联立归纳定义，并讨论了用规则定义函数的方法。
在基本判断之上，我们引入了假言判断 (hypothetical judgment)，用来表示一个或多个假

设和一个结论之间的蕴含关系。我们介绍了可导性 (derivability) 和可纳性 (admissibility) 两
种蕴含概念，并讨论了可导性判断和可纳性判断的一些性质。
我们讨论了一般性判断 (general judgments)。简单来说，相对于 Γ ⊢𝑅 𝐽而言，我们用 Γ ⊢𝑋

𝑅 𝐽
表示 Γ中用到了一些 variable，这些 variable的集合为 𝑋。

进一步地，我们把 𝑋分为两个部分 𝑋𝑌，其中 𝑌是 Γ中用到的所有自由变量，也就是说它
们可以被任意命名和替换；𝑋是剩余的变量，𝑋 ∩ 𝑌 = ∅，即 Γ ⊢𝑋𝑌

𝑅 𝐽。我们记 𝑌 | Γ ⊢𝑋
𝑅 𝐽 与之

等价。

静态语义和动态语义

我们区分了编程语言的静态和动态阶段。

Question 6 (1 point). 代码的编译包括词法分析（将代码分割成若干单词）、语法分析（按照语
法，将单词组合成树）、语义分析（表达式中进行类型推断和类型检查等）等步骤。请问其中哪
些步骤属于静态阶段？

课本给出了语言 E的语法表，给出了 E的抽象语法和具体语法。

Question 7 (1 point). 语法表共 10行。这 10行中，哪些是 operator？
注意：回答时，请清晰地区分 num和 num[n]，以及 str和 str[s]。你可以使用行号来回答。

我们在第 1 节提到，语法 (syntax) 规定了如何将各种 phrases(expr, commands / state-
ments, decl, etc.) 组合成程序。同时，在静态阶段，为了保证一个程序是well-formed的，我们
需要检查它满足语法和静态语义。这里提到的静态语义 (statics)由一系列规则组成，这些规则
是用来推导定型判断 (typing judgments)的。所谓 typing judgments，就是用来陈述某个表达
式符合某个类型的判断。
容易理解的是，表达式 plus(x; num[n])是否合法，取决于 x的类型是否是 num。也就是

说，phrases对于其所处的上下文是敏感的。因此，E的 statics由形如 ⃗𝑥 | Γ ⊢ 𝑒 ∶ 𝜏 的泛型假言
判断组成。其中， ⃗𝑥 = dom(Γ)是变量的有限集合；Γ是定型上下文，它对每个 𝑥 ∈ ⃗𝑥有一个形
如 𝑥 ∶ 𝜏 的假设。
如果 𝑥 ∉ dom(Γ)，那么我们称 𝑥对于 Γ是新的。这时，我们可以把 𝑥 ∶ 𝜏 添加到 Γ中得到

Γ, 𝑥 ∶ 𝜏。
课本通过规则 (4.1)定义了 E的静态语义。

Question 8 (1 point). 请简要解释规则 (4.1h)的含义。

我们讨论了引入模式和消去模式；讨论了 E语言的几个性质。
动态语义描述程序如何执行。为了定义语言的动态语义，我们定义了转换系统 (transition

system)，归纳地指明程序执行的一步步过程。
在转换系统中，我们定义了状态、终结状态、初始状态和转换，以及一些其他定义。
课本通过转换系统给出了 E 语言的结构化动态语义，定义了闭值 (5.3) 和状态转换 (5.4)。

我们区分了指令转换和搜索转换；区分了按值解释和按名解释。
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Question 9 (1 point). 请简要解释规则 (5.4h)的含义。请注意规则中含有的方括号，这也是需
要解释的部分。

我们给出了类型安全的定义，即满足保持性和进展性的语言是类型安全的。

Question 10 (2 points). 为了证明 E的保持性，我们引入 𝑃(𝑒, 𝑒′)表示如果 𝑒 ∶ 𝜏 且 𝑒 ↦ 𝑒′，则
𝑒′ ∶ 𝜏；接下来要对 𝑒 ↦ 𝑒′ 的定义做规则归纳。我们只尝试规则 (5.4g)的情况。请证明：如果
𝑃(𝑒1, 𝑒′1)且 𝑒1 ↦ 𝑒′1，那么 𝑃(let(𝑒1; 𝑥.𝑒2), let(𝑒′1; 𝑥.𝑒2))。

全函数与 Gödel’s System T

我们说，我们可以通过把一个名字绑定到一棵带约束变量的ABT上来定义一个函数。这里
的约束变量就是函数参数。我们可以用特定的表达式替换约束变量来完成函数的应用。
语言 ED在语言 E的基础上扩充了函数定义和函数应用。我们介绍了函数头、定义域、值

域等概念。我们给出了 ED的静态语义。
为了给出 ED的动态语义，规则 (8.2)定义了函数代换。

Question 11 (1 point). 阅读规则 (8.2)。请解释：为什么右边 let 的第一个参数是 J𝑥1.𝑒2/𝑓 K𝑒1，
而不是 𝑒1？

我们观察到在 ED中，变量定义和函数定义非常相似；我们试图将它们统一起来。因此我
们引入了语言 EF。EF在语言 E的基础上扩充了函数类型。我们给出了 EF的语法。
这样，我们就可以把函数当做任何其他表达式一样使用了，包括作为参数和返回值。因此，

我们说在这样的语言中，函数是一等 (first-class)的；这样的函数被称为是高阶的，而非一阶的。
我们给出了 EF的静态和动态语义。
我们讨论了动态作用域和静态作用域的区别。

Question 12 (5 points). 看下面一段伪代码，完成后面的问题：

x <- 1

f <- function(a) x + a

g <- function(b) {

x <- b

f(0)

}

g(2)

(1)请你根据语言 EF，按树形结构画出等价于这段伪代码的 ABT。提示：如果你不知道语法中
函数抽象 𝜆{𝜏}(𝑥.𝑒)中的 {}如何处理，你可以在课本 1.2节末尾找到答案。

(2)请你根据语言 ED按值调用解释下的结构化动态语义，写出这段代码的运行过程（你可以按
需选用具体语法或抽象语法）。在每一步，你应该注明你使用的规则；可以用规则的名称或者课
本中的规则编号注明。提示：两步之间的关系不一定只有↦，还有可能有 =。

(3) ED语言是静态作用域的还是动态作用域的？
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在介绍 Gödel’s System T之前，我们补充了一些预备知识。我们讨论了部分函数和全函数，
指出了部分函数在计算机科学领域的重要性。我们简单介绍了递归函数论。
我们引入了原始递归运算。设 𝑓 是一个 𝑛元全函数，𝑔是 𝑛 + 2元全函数，令

ℎ(𝑥1,… , 𝑥𝑛, 0) = 𝑓 (𝑥1,… , 𝑥𝑛)

ℎ(𝑥1,… , 𝑥𝑛, 𝑡 + 1) = 𝑔(𝑡, ℎ(𝑥1,… , 𝑥𝑛, 𝑡), 𝑥1,… , 𝑥𝑛)

则称 ℎ是由 𝑓 和 𝑔经过原始递归运算得到的。
System T是函数类型和自然数类型的结合，同时引入了原始递归机制。我们给出了它的语

法、静态语义和动态语义。

Question 13 (1 point). 规则 (9.2b) 的前提包含在后继的急切解释中，但不包含在惰性解释
中。「急切解释」和「惰性解释」与我们之前讨论的「按值调用」和「按名调用」有何异同？

可以看到，T对于函数的处理和 EF是一致的；对于自然数的定义和 2.2小节定义的基本一
致，只是采用的符号略有不同。我们把 s(...s(z))简写为 𝑛，表示后继被作用到 z上 𝑛 ≥ 0次。
我们下面来讨论 T语言中的递归操作。递归式 (recursor)的抽象语法是 rec{𝑒0; 𝑥.𝑦.𝑒1}(𝑒)；

具体语法是 rec 𝑒{z ↪ 𝑒0|s(𝑥) with 𝑦 ↪ 𝑒1}，或者写作 rec{z ↪ 𝑒0|s(𝑥) with 𝑦 ↪ 𝑒1}(𝑒)。

Question 14 (1 point). 请简要解释递归式 rec{𝑒0; 𝑥.𝑦.𝑒1}(𝑒)的含义。

为了理解递归式的含义，不妨举一个例子。我们在 OCaml中定义如下的 nat类型：

type nat = Z | S of nat;;

我们定义「加倍」函数：

let rec double a =

match a with

| Z -> Z

| S x -> S(S(double x));;

进一步地，我们将其改写为递归式的形式：

let rec double a =

match a with

| Z -> Z

| S x -> let y = double x in S(S y);;

因此，我们可以容易地写出 double的定义：

double ≜ 𝜆(𝑒 ∶ nat)rec 𝑒{z ↪ z|s(𝑥) with 𝑦 ↪ s(s(𝑦))}

或者表示为

double ≜ 𝜆{nat}(𝑒.rec{z; 𝑥.𝑦.s(s(𝑦))}(𝑒))
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Question 15 (4 points). 模仿上述例子，用 T语言定义两个 nat的「加法」函数。你可以参考
课本 9.3节阿克曼函数的定义，学习如何处理多个参数的函数。你只需要写出你使用的 OCaml
代码和对应的 T语言定义。

let rec plus a b =

match a with

| Z -> b

| S x -> let y = plus x b in S y;;

有限数据类型

我们给出了「类型即集合」的想法，据此解释了积类型的取值范围即为各类型的笛卡尔积，
而和类型的取值范围即为各类型的并。
我们给出了二元积的定义。两种类型 𝜏1和 𝜏2的二元积 (binary product) 𝜏1 × 𝜏2是有序对

(ordered pair)（或称为元组 (tuple)）⟨𝑒1, 𝑒2⟩（或记为 (𝑒1, 𝑒2)）的类型，其中 𝑒1 ∶ 𝜏1, 𝑒2 ∶ 𝜏2。
更一般地，有限积 (finite product) ⟨𝜏𝑖⟩𝑖∈𝐼的每个元素都是一个 tuple，每个 tuple的第 𝑖个元

素的类型为 𝜏𝑖。𝐼是索引的有限集；上述 tuple称为 𝐼-indexed tuple。除了常见的 𝐼 = {0,⋯ , 𝑛−1}
索引的 𝑛-tuples以外，也有用有限的符号集索引的 labeled-tuples，也称为 records。
空积 (nullary product) (a.k.a unit)类型仅由唯一的不含任何值的空 tuple构成。
我们给出了二元积和有限积的静态和动态语义。

Question 16 (1 point). 请分别指出二元积语法中各类型（即空积和二元积）的引入模式和消去
模式。请使用课本中规则的序号来回答。

我们指出，有了 tuple，我们就可以用迭代式代替递归式了。

Question 17 (2 points). 如何完成代替？请补全下面式子右边未完成的部分，并简要解释其含
义：

rec 𝑒{z ↪ 𝑒0|s(𝑥) with 𝑦 ↪ 𝑒1} ≜ iter [your answer here]

我们引入了原始互递归，即通过原始递归同时定义两个函数。

Question 18 (2 points). 考虑这样的函数：

𝑓 (0) = 1

𝑔(0) = 0

ℎ(0) = 0

𝑓 (s(𝑥)) = ℎ(𝑥)

𝑔(s(𝑥)) = 𝑔(𝑥)

ℎ(s(𝑥)) = 𝑓 (𝑥)

这三个函数表示什么含义？请给出这三个函数的定义。
注意：给出的定义应当和课本 10.3节类似，基于 System T与和类型给出形式化的定义。
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我们给出了和类型的语法和语义。和类型 𝜏1 +𝜏2的一个值包含 𝜏1类型的一个值或者 𝜏2类
型的一个值，同时包含了一种能够确定该值属于哪个类型的机制。这种机制是为了满足语法中
case运算符的需求。
我们指出了积类型和和类型在编程语言中的重要意义。
我们区分了 void和 unit的区别，分析了布尔类型和 option如何用和类型实现。

Question 19 (1 point). C语言的 union是否符合我们对和类型的定义？为什么？

Question 20 (1 point). T语言以及积类型、和类型的语义中都出现了符号↪。你如何理解其
含义？

Question 21 (2 points). 有的函数能够传入多个参数，或返回多个返回值。请用所学知识简述
其实现。

无限数据类型

我们讨论了泛型编程。我们引入了类型算子 𝑡.𝜏，其中 𝑡是一个类型变量，𝜏是一个类型，且
𝑡 type ⊢ 𝜏 type。C++的模板类 template<typename T> class Foo;就可以类似地表示成类型
算子 T.Foo。
我们指出，泛型编程的能力取决于它所允许使用的类型算子。我们介绍了多项式类型算子，

它只由类型变量、unit、void、积类型、和类型构成。
我们给出了多项式类型算子的泛型扩展操作map，并给出了其静态语义和动态语义。泛型

扩展表达式形如map{𝑡.𝜏}(𝑥.𝑒′)(𝑒)，这样的操作让我们能够对 𝑒 ∶ 𝜏 中的每一个组分（即那些被
积类型和和类型构造起来的 void和 unit）经过 𝑒′转换为新的类型。

Question 22 (3 points). 我们给出这样的泛型扩展表达式：

map{𝑡.𝑡 × 𝑡}(𝑥.case 𝑥{𝑙 ⋅ _ ↪ 𝑟 ⋅ ⟨⟩ | 𝑟 ⋅ _ ↪ 𝑙 ⋅ ⟨⟩})(𝑒)

这个表达式完成什么样的转换？
作为例子，请计算当 𝑒是 ⟨𝑟 ⋅ ⟨⟩, 𝑙 ⋅ ⟨⟩⟩时表达式的值。在每一步，你应该注明你使用的规则；

可以用规则的名称或者课本中的规则编号注明。

我们简单介绍了正类型算子的定义。
我们看到了map能够完成的转换。但是，我们为什么不直接编写完成对应转换的代码，而

是要引入map呢？其重要意义在于，当我们在语言中加入某个新的类型，map能够自动完成相
关的转换，而不需要更改语言的动态语义。
泛型编程的这种能力使我们能够创建递归类型。我们通过列表的例子讨论了归纳类型和余

归纳类型。

Question 23 (2 points). 课本 15.1节开头给出了用归纳类型定义 nat的方式，即 𝑛𝑎𝑡 ≜ 𝜇(𝑡.𝑢𝑛𝑖𝑡+
𝑡)，用 𝑓 𝑜𝑙𝑑𝑛𝑎𝑡(𝑙 ⋅ ⟨⟩)表示 z，用 𝑓 𝑜𝑙𝑑𝑛𝑎𝑡(𝑟 ⋅ 𝑒)表示 s(𝑒)。
我们定义自然数的列表类型 𝑙𝑖𝑠𝑡 ≜ 𝜇(𝑡.𝑢𝑛𝑖𝑡 + (𝑛𝑎𝑡 × 𝑡))，给定 list的部分定义：
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Γ ⊢ 𝑛𝑖𝑙 ∶ 𝑙𝑖𝑠𝑡
Γ ⊢ 𝑒1 ∶ 𝑛𝑎𝑡 Γ ⊢ 𝑒2 ∶ 𝑙𝑖𝑠𝑡

Γ ⊢ 𝑐𝑜𝑛𝑠(𝑒1; 𝑒2) ∶ 𝑙𝑖𝑠𝑡

请在理解 nat的基础上，尝试理解 list的定义。你的任务是：用归纳类型表示 nil和 cons。

PCF

我们之前讨论过全函数和部分函数的区别。在这之前讨论到的 E, ED, EF, T等语言只能用来
表示那些能够终止并产生一个值的计算，也就是说，它们是全 (total)计算的。在此基础上，我们
引入了一种部分 (partial)的编程语言 PCF，这也是这门课程中遇到的第一门图灵完备 (Turing-
complete)的语言。我们引入了一般递归。
在作业中，我们也进行了关于 PCF的练习。这里再用一道题目帮助大家回顾。

Question 24 (3 points). 我们学过杨辉三角，可以由此计算二项式系数：

𝑃(𝑛, 0) = 1

𝑃(0, 𝑘 + 1) = 0

𝑃(𝑛 + 1, 𝑘 + 1) = 𝑃(𝑛, 𝑘) + 𝑃(𝑛, 𝑘 + 1)

请你用PCF语言定义 𝑐𝑜𝑒𝑓 ∶ 𝑛𝑎𝑡 → 𝑛𝑎𝑡 → 𝑛𝑎𝑡，使得对于任意 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ，有 𝑐𝑜𝑒𝑓 𝑛 𝑘 ↦∗ 𝑃(𝑛, 𝑘)。
在定义中，你可以直接使用 𝑝𝑙𝑢𝑠 ∶ 𝑛𝑎𝑡 → 𝑛𝑎𝑡 → 𝑛𝑎𝑡计算两个 nat之和。
注意：你可以选择使用课件或者课本上的 PCF语法定义函数，但你要保证符合其中一种语

法，且定义出来的是函数，而不是函数调用表达式。
提示：如果你不记得 𝑥(𝑥 ∈ ℕ)表示什么，请你回顾 System T相关章节。

我们另外还讨论了多态、变量类型、并行、协程等话题。这些话题中，我们并没有给出很
多形式化的表述，因此请大家自行回顾复习。
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